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Des Problem der kürzeften (geodätifchen) Linien auf Oberflächen ift öfter der 
Gegenftand der Unterfuchung hervorragender Mathematiker gewefen. In erfter Linie kamen hierbei 
die Rotationsflächen und darunter wieder die Kugel und das elliptifche Sphäroid wegen ihrer nahen 
Beziehung zur Geftalt der Erde in Frage. Später dehnte man die Unterfuchungen auch auf 
das dreiaxige Ellipfoid aus, zumal als man aus Gradmeffungen fchliefsen zu müffen glaubte, dafs 
die Erde kein Sphäroid, fondern ein dreiaxiges Ellipfoid fei. Jacobi gelang es zuerft, die 
Differentialgleichung der kürzeften Linien auf der letzteren Oberfläche auf eine Quadratur zurück- 
zuführen (Crelle’s Journal, Bd. 19; Vorlesungen über Dynamik). Er benutzte dazu die zuerft 
von Euler in der Ebene und fpäter von Legendre auf den Raum angewandten elliptifchen 
Coordinaten und erleichterte die weitere Durchführung nicht unwefentlich durch Zurückführung 
der totalen Differentialgleichung auf eine partielle. Auf andere Oberflächen 2. Ordnung ift unferes 
Wiffens das Problem noch nicht ausgedehnt worden. Was die beiden Hyperboloide zunächft 
anlangt, fo läfst fich für diefelben die Gleichung der geodätifchen Linien, da elliptifche Coordinaten 
auch hier anwendbar find, und es hauptfächlich nur einer Vertaufchung der Variabelen bedarf, 
ohne Schwierigkeit finden. 

Anders dagegen verhält es fich mit dem elliptifchen und dem hyperbolifchen 
Paraboloid. Hier läfst fich zwar, wenn die Gleichung der Oberfläche in rechtwinkeligen 
Coordinaten gegeben ift, in der betreffenden Differentialgleichung das Differential der in der ge- 
gebenen Gleichung auf der erften Potenz vorkommenden Variabelen mit Leichtigkeit eliminieren, 
wodurch man eine Differentialgleichung zwifchen den beiden anderen Variabelen allein erhält; 
jedoch ift es nicht möglich, eine Trennung derfelben zu bewerkttelligen. Elliptifche Coordinaten 
führen auch keine Vereinfachung herbei. Um zu einer Quadratur zu gelangen, hat man vielmehr 
neue Coordinaten einzuführen, welche wir der Benennung „elliptifche Coordinaten‘“ entfprechend 
als parabolifche Coordinaten bezeichnen und zunächft behandeln wollen. 


I. Parabolische Coordinaten. 
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die Scheitelgleichung einer Parabel in rechtwinkeligen Coordinaten, fo lautet diefelbe auf ein 
paralleles Coordinatenfyftem und den Brennpunkt als Anfangspunkt bezogen 
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die auf daffelbe Syftem bezogene Gleichung einer entgegengefetzt liegenden Parabel mit dem 
Parameter 2q, welche diefelbe Hauptaxe und denfelben Brennpunkt hat. Wir wollen diefe letztere 
zum Unterfchied von der erfteren kurz als eine negative Parabel, Parabeln aber, welche die- 
felbe Hauptaxe und denfelben Brennpunkt haben, als confocale Parabeln bezeichnen. 


Der Durchfchnittspunkt der Parabeln ı) und 2) hat die Coordinaten 
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xy,= u. yo —= +Y ap. 


Zieht man in diesem Punkt Tangenten an die beiden Curven, fo ift, wenn man mit zı, 
rt, die Winkel bezeichnet, welche diefelben mit der x-Axe bilden 
oF, —'2 
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d.h. die beiden Tangenten ftehen auf einander fenkrecht. 

Da confocale Parabeln derfelben Art fich nicht fchneiden und da p und q zwei ganz 
beliebige Werte find, können wir folgenden Satz ausfprechen: 

Confocale Parabeln derfelben Art fchneiden fich nicht ın reelu 
Punkten, dagegen f[chneiden fich confocale Parabeln verfchiedene cz 
in reellen; Bunkten jenkrecht 

Die Gleichungen I) und 2) können wir zufammenfaffen in die Gleichung 

u > 2x 
ir 

Laffen wir nämlich hierin A alle Werte von — 00 bis + o© annehmen, fo erhalten wir 
alle Parabeln von demfelben Brennpunkt und derfelben Hauptaxe, und zwar ftellt die Gleichung 
pofitive Parabeln dar, fo lange } in den Grenzen + oo und — p bleibt, negative Parabeln da- 
gegen, wenn A zwifchen — p und — 00 liegt. 

Sind umgekehrt y und x gegeben, fo ift die Gleichung 3) in Bezug auf A vom 2. Grad, 
hat alfo zwei Wurzeln }, und 1. Dafs diefe beiden Wurzeln reell find, lehrt eine einfache Dis- 
cuffion. Es ift nämlich für = — 00 F=—ı;, mit wachfendem A wächft auch F, bis es für 
A= —p pofitiv unendlich wird. Laffen wir A immer gröfser werden, fo nimmt F wieder ab, 
bleibt aber vorerft pofitiv und wird für A— +4 00 wieder gleich — ı. Es liegt alfo eine reelle 


*) p könnte in diefer Gleichung auch = O gefetzt werden, 
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doch wollen wir aus Rückficht auf die später folgende Gleichung für confocale Paraboloide diefe Form beibehalten, 
obwohl fie die weitere Discuffion etwas erfchwert. 
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Wurzel }3 der Gleichung F=O zwifchen — 00 und — p und die andere }, zwifchen —p und 
-+ 00. Erftere repräfentiert eine negative, letztere eine pofitive Parabel. Es gehen alfo durch 
jeden Punkt der Ebene von einem Syftem confocaler Parabeln immer nur zwei nach entgegen- 
gefetzter Seite liegende Parabeln. Mithin ift jeder Punkt der Ebene beflimmt durch zwei 
fich fchneidende Parabeln, welche diefelbe Hauptaxe und einen gegebenen Punkt als gemeinfchaft- 
lichen Brennpunkt haben. Es fchneiden fich zwar die beiden Curven in zwei gegen die x-Axe 
fymmetrifch liegenden Punkten; unter der Befchränkung jedoch, dafs der Punkt z. B. nur auf 
der pofitiven Seite der x-Axe en foll, ift er unzweideutig beftimmt. Wir können alfo diefe beiden 
Parabeln als die den Punkt beftimmenden Coordinaten anfehen; den denfelben entfprechenden 
Werten A, und Aa wird man füglich den Namen parabolifche Coordinaten geben können. 

Setzt man /, — Conft., fo erhält man alle Punkte auf einer pofitiven Parabel, für 
4a — Conft. aber alle Punkte auf einer negativen Parabel. 

Die Beziehung zwifchen y, x einer- und Aı, Ag andererfeits wird ausgedrückt durch die 


Gleichungen: 
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Um hieraus y und x zu beftimmen, dividieren wir die erftere diefer beiden Gleichungen 
durch (p-+ Ae)* und die zweite durch (p-+ 41)” und fubtrahieren dann die erfte von der zweiten; 


es ergiebt fich fo: 
2x p+h—p—-A)+(p+A”— (p+4)’=o 


2x (Aı — ı) +4? — 4. + 2p (hı — A)=0 


s) 2x = — (pt at) —[pti)+p-+ Al. 
Durch ähnliche Elimination findet fich: 
6) PP =— (p+ A)(p + An). 
Diefer letzere Ausdruck ift pofitiv, da der erfte Factor negativ ift, was fchon a priori 
aus der Gleichfetzung mit einem Quadrat erkannt werden konnte. 
Ebenfo leicht ergeben fich die Differentiale dx und dy. Aus Formel 5) haben wir 
2dx—=— (di + d/s) 


oder 
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und aus der Formel 6) ZIEHT 
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Hieraus finden wir für die vierfache Quadratfumme der Differentiale 
n) 4 (dx + dy?) =| ı m hi |e%’ 2 E u jr eye 
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Setzen wir hierin Aı = Conft, alfo di, = 0, fo et fich die Formel auf das Bogen- 
element der pofitiven Parabel, für Ag = Conft hingegen auf das Curvenelement der negativen 


Parabel. Wir erhalten alfo 
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Die Länge s, des Bogens der pofitiven Parabel z. B., begrenzt von den beiden negativen 
Parabeln, welche den Coordinaten }Ag = — 1} und Ak = ARE, entfprechen, läfst fich dann 
folgendermafsen darftellen: Altana 
er Bd 
9) Sı 5 I Bariys 19. 
Nimmt man Ag, = — p als obere Grenze, dann erhält man die Hälfte des von der Parabel 


Aa —=1} begrenzten vollftändigen Parabelbogens; demnach ift alfo 
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Für die negative Parabel würde fich ergeben 
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wobei die der Coordinate A, =1! entfprechende pofitive Parabel die Grenze bildet. — Vorftehende 
beide Intregale laffen fich nach den elementaren Regeln der Intregalrechnung leicht berechnen. 
Da in jedem Punkt die beiden Parabeln aufeinander fenkrecht ftehen, ift das Flächenelement 


I Ar — 4a 
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Durch doppelte Integration und Ausdehnung der Grenzen über alle von der gegebenen 
pofitiven Parabel, deren Coordinate A? fei, eingefchloffenen confocalen Parabeln und über alle 
zwischen den Werten A = —p und = —.|} liegenden negativen Parabeln erhalten wir die 
Hälfte eines begrenzten Flächenftücks unferer Curve, und fomit ift 


I : Aı — 4a 
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Die foeben für die Ebene befprochenen parabolifchen Coordinaten geftatten ebenfo wie 
die elliptifchen Coordinaten eine Ausdehnung auf den Raum; den confocalen Parabeln entfprechen 
dann confocale Paraboloide, wobei wir an die Definition der confocalen Oberflächen 2. Ordnung 
im allgemeinen zu denken haben. Hiernach find nämlich confocale Oberflächen 2. Ordnung 
folche, deren Hauptfchnitte confocale Kegelfchnitte find. Wir haben zunächft die Gleichung der 
confocalen Paraboloide aufzuftellen. 

Es fei ya 7? DR 
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die auf ein rechtwinkeliges Coordinatenfyftem bezogene Gleichung eines elliptifchen Paraboloids, 
das wir, da es nach der pofitiven Seite geöffnet ift, als ein pofitives bezeichnen wollen. 

Verlegt man das Coordinatenfyftem mit fich parallel in den Brennpunkt des Hauptfchnitts 


p) 
. der xy-Ebene, fetzt man allo X =x+ > fo erhält man die Gleichung 


Ir zu 2 rl. ıb? 
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welcher man auch, wenn man fie durch 7 ; dividiert und dann 
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fetzt, die folgende Form geben Bu 
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Das Syftem der diefem Paraboloid confocalen Paraboloide läfst fich darftellen durch 


die Gleichung 
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Setzen wir hierin nämlich z = 0, fo erhalten wir eine Gleichung zwifchen y und x, welche 
fämtliche durch die xy-Ebene hervorgebrachten Hauptfchnitte umfafst, nämlich die Gleichung 
vn 2x 
—I=o 


BEN SDR 
Diefelbe ftellt nach Gleichung 3) des erften Abfchnitts ein Syftem confocaler Parabeln dar. 
Setzt man umgekehrt y—=o, dann erhält man als Gleichung der Schnittcurven der 


xz-Ebene 
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Diefe Gleichung bezieht fich auf ein Coordinatenfyftem, deffen Anfangspunkt im Brenn- 

punkt des Hauptfchnitts des Paraboloids 14) mit der xy-Ebene liegt; will man den Brennpunkt 
der Parabel, in welcher die xz-Ebene das Paraboloid 14) fchneidet, als Anfangspunkt nehmen, 


—I=O. 


dann hat man x = xı — —— zu fetzen, wodurch man erhält 
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oder nach Multiplication mit p+ 4 und Divifion durch q+4 
N er 
GE u, 

welche Gleichung wieder eine Schar confocaler Parabeln darftellt. 

Laffen wir in Glchg. ı5) A alle Werte von + ©© bis — o© annehmen, fo erhalten wir 
das vollftändige Syftem der confocalen Oberflächen, und zwar find diefes pofitive ellip- 
tifche Paraboloide für alle Werte von A zwifchen + ©© und — q, hyperbolifche 
Paraboloide für alle A zwifchen — qund — p und negative elliptifche Paraboloide 
für alle Werte zwifchen — p und — 00. Im erften Fall find nämlich die Nenner fämtlich po- 
fitiv; im zweiten Fall ift der zweite Nenner negativ, der erfte und dritte dagegen pofitiv; im 
dritten Fall endlich ift der dritte Nenner negativ, während die beiden anderen pofitiv find. 

Verfolgen wir diefen Verlauf etwas eingehender, fo bemerken wir, dafs das für A == + 00 
unendlich grofse Parameter befitzende pofitive elliptifche Paraboloid immer mehr zufammen- 


_ 1-0, 


*”) Verlegt man den Coordinaten-Anfangspunkt auf der x-Axe, indem man x=x —: fetzt, dann erhält die 


obige Gleichung die fymmetrifche Form 
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In der Geftalt 15) fchliefst fich die Gleichung jedoch näher an die Form der confocalen Ellipfoide an. 
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fchrumpft, bis fchliefslich für A = — q der Parameter der von der xz-Ebene ausgefchnittenen 
Parabel verfchwindet und das Paraboloid zufammenfällt mit der pofitiven Parabel 
y> 2% 
Pop g 
Diefe Fläche ift die Grenze zwifchen den pofitiven elliptifchen Paraboloiden und den 
hyperbolifchen Paraboloiden. Das hyperbolifche Paraboloid in diefer Grenze fällt zufammen mit 


—1-—0. 


der xy-Ebene, aus welcher diefe Parabel ausgefchnitten it. — Nimmt 4 weiter ab bis —p, fo 
bildet der Teil der xz-Ebene, welcher übrig bleibt, wenn man die Fläche der Parabel 
?=—2(p—q)&, 


deren Scheitel alfo im Coordinatenanfangspunkt liegt, davon hinweg denkt, die Grenze zwifchen 
den hyperbolifchen und den negativen elliptifchen Paraboloiden. Die Parabel felbft repräfentiert das 
negative elliptifche Paraboloid in diefer Grenze, Die andere Grenze des letzteren wird dann 
wieder gebildet durch ein negatives elliptifches Paraboloid mit unendlich grofsen Parametern. 

Die hier in Frage kommenden hyperbolifchen Paraboloide liegen alle fo, dafs fie ihre 
convexe Seite nach der Seite der pofitiven x kehren, wobei fie durch die xy-Ebene in zwei 
fymmetrifch liegende Hälften geteilt werden. Die yz-Ebene fchneidet sie in Hyperbeln, deren 
grofse Axen in die y-Axe fallen. 

Nehmen wir jetzt an, es fei ein Punkt xyz im Raum gegeben, und denken wir diefe 
Gröfsen in Gleichung 15) fubftituiert, fo find in ihr alle Beftimmungsftücke bis auf } bekannt; 
in Bezug auf diefes ift dann aber die Gleichung vom dritten Grad und hat als folche 3 Wurzeln. 
Dafs diefelben alle reell find, lehrt folgende Betrachtung. 


Laffen wir in der Gleichung 15) 


Et nn Er 

DEF DEE 
) alle Werte von — oo bis + o© durchlaufen, fo haben wir zunächft für A = — 00, wenn wir 
mit F die linke Seite bezeichnen, F——- ı. Wächft nun von da ab X weiter, fo wird der erfte 
und der zweite Bruch pofitiv, En aber negativ. Je mehr A zunimmt, je kleiner es alfo, abfolut 


genommen, wird, defto kleiner werden die abfoluten Werte von p-+4 und q +4, defto gröfser 
werden alfo die drei Brüche, welche alle drei das pofitive Vorzeichen behalten. Es wird alfo F 
beftändig wachfen, alle negativen Werte von — ı bis o und alle pofitiven Werte durchlaufen. 
Da p>gq, wird A zunächft — p erreichen, hierfür wird aber F= + 00. Es folgt das ohne 
weiteres aus der Gleichung, wenn man aus den drei Brüchen p + 4 abfondert, alfo fchreibt 


A) a RS ä —2x|—-1=0. 
p+tAlp+ıi qgr4 
Für A = — p wird die Klammer fowohl wie der gemeinfchaftliche Factor pofitiv un- 
endlich. — Erteile ich nunmehr A einen Wert, welcher um eine fehr geringe Gröfse gröfser ift 


als — p, fo wird in der Klammer des Ausdrucks A) der Nenner des erften Bruchs fehr klein, der 
Bruch felbft alfo fehr grofs fein; von den beiden andern Gliedern der Klammer, welche dann 
7? 


gq+4 
2 
hältnis zu p-+ A fehr grofs, der ganze Bruch alfo fehr klein im Verhältnis zu Ser j fein. "zur 


beide mit dem negativen Vorzeichen behaftet find, wird der Nenner des Bruches im Ver- 


jeden Fall wird die ganze Klammer für einen Wert A= —p-H-s, wo s eine unendlich kleine 
Gröfse bedeutet, pofitiv fein. F kehrt alfo aus dem pofitiven Unendlichen zurück, durchläuft fehr 
rafch alle pofitiven Werte, wird 0 und durchläuft weiterhin alle negativen Werte. Je mehr fich 


nämlich A dem Werte — q nähert, defto mehr tritt 7 gegen die beiden negativen Glieder 
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der Klammer zurück, bis fürF = —q der Bruch + — | — — 00, und fomit F überhaupt, da 


das übrige nur endliche Gröfsen find, negativ AnEhälkh wird. Gebe ich nun wieder A einen fehr 


kleinen Zuwachs, dann wird der Nenner q-+ A fehr klein, 


2 
E = 3 alfo fehr grofs werden, und da 


2 
von jetzt ab I _ und fitiv bleiben, wird F für A= — q + e, wo s wieder eine der Null 
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fich nähernde kleine Gröfse bedeutet, pofitiv werden. Es macht alfo jetzt F einen Sprung von — oo 


2 2 
nach + ©0. Da von daab p+ 4 und q-+ A immer gröfser, 5 FE ; und i BE ; alfo immer kleiner 


werden, nimmt F wieder ab, bis es fir A—= +00 — ı wird. — Während alfo A alle Werte von 
— 00 bis + o© durchläuft, wächft F von — ı bis -H 00, nimmt von da ab bis — ©0, fpringt 
über nach + 00 und nimmt wieder ab bis — ı. Dabei ift es dreimal durch die Null hindurch- 
gegangen. Die Gleichung 15) hat alfo drei reelle Wurzeln, nämlich 

As zwifchen — 00 und — p 


16) Ag hi 7 PpunlerQ 
Ji „ =] „ + 009 
hı >Ar > hr. 
Hiervon enolicht A; einem negativen elliptifchen Paraboloid, A. einem hyperbolifchen 
Paraboloid und A, einem pofitiven elliptifchen Paraboloid. — Von einem gegebenen Syftem con- 


focaler Paraboloide geht durch einen Punkt des Raumes alfo immer ein pofitives elliptifches, ein 
hyperbolifches und ein negatives elliptifches Paraboloid. 

Durch Einfetzung der Werte A, Ag, As in die Gleichung 15) erhalten wir folgendes 
Syftem identifcher Gleichungen 
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Vermittelft diefer Gleichungen ift es möglich, die Cartefifchen Coordinaten durch ar 

auszudrücken. Zu diefem Behufe wollen wir zunächft 2x und dann z* aus den 3 Gleichungen 

eliminieren. Um 2x aus der erften und der zweiten Gleichung zu eliminieren, multiplicieren wir die 

erfte mit p-+ Aı, die zweite mit p-Ae und fubtrahieren dann die erfte von der zweiten. 
Dadurch erhalten wir 


BESTE er‘ 2 en I! =: 
leer erg g-+ A En 
oder, indem man die Glieder in den Klammern vereinigt, 
Ar — da Aı — da 
p) 2° wur 
YRrMR+E)"” ara)arm) 


alfo nach Fortfchaffung des allen Gliedern gemeinsamen Factors Aı — Ar 


ha—hı, 
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Durch ähnliches Verfahren erhalten wir aus der zweiten und der dritten Gleichung die neue 
% % 
18ß) 4 + Ba un 


P+A)p+4) (q+A)(q+%) 


“ woraus fich 


Der Vollftändigkeit halber fügen wir ch noch die weitere analoge GE 
7? 
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Aus zweien diefer Ausdrücke 18) haben wir nunmehr z? zu eliminieren. Um es 
aus «) und £) fortzufchaffen, multiplicieren wir @) mit q + Aı, 8) mit q-+ 4s und fubt hi 
dann erfteres von letzterem. So kommt 
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oder, mit Benutzung der Identität 
g+4s qg+äa en 
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hinzu. 
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woraus fofort 
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Ebenfo erhalten wir aus 18«) und 18$), wenn wir die erfte mit p-+ A, die zweite 
p-+ As multiplicieren und dann die erfte von der zweiten fubtrahieren, 


ee ee 

a 0 Me ee 

oder nach Vereinigung der Glieder in der Klammer 
ZANDER A A 


ata atM)ata) 


._(a+ AM) (g+ Ar) (gt A) 
BT 

ergiebt. -- Um nun fchliefslich noch 2x zu finden, hat man in eine der Gleichungen 17) 2. .B 

die erfte, nachdem man diefelbe mit p-+- 4ı multipliciert hat, die Werte “un x? und für 3 

fubftituieren. Es findet fich 
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oder in anderer Zufammentftellung 


2x = — (pH A)4 (P+ A) 4 (at Al 


Fir is, 
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oder 


2xXx= 


folgende drei Gleichungen 
| By ler A) (pP +2) (pP -t 4) 
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add 
2x=— [(p+A)+(Pp+%)+ (g+ 2]. 
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Diefe Formeln laffen fich auch einfacher aus der in A} identifchen Gleichung 
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gewinnen, wenn man A nacheinander gleich — p, — q, ©0 fetzt. Die beiden erften Subftitutionen 


ergeben fofort, nachdem man beiderfeitig mit (p + A)? bezw. (p -+A)(q-+ 4) multipliciert hat, die 
Werte für y? und z?. Subftituiert man A —=00, nachdem man 2x von feinem Nenner durch 


Multiplication befreit hat, fo erhält man rechts die unbeftimmte Form = deren wahrer Wert 
6,0) 


fich durch zweimalige Differentiation des Zählers und des Nenners nach 4 ergiebt. Man erhält 
nämlich aus | 


EA As 1) 


ernannt 
oder ER ah — 1) (le — 1) (As — ))-+(p+%)% (q+%) f(&) 
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fx —= — (Aı — A) (le — A) — (dı — A) (As — A) — (de -—- A) (ds — A) 4 
+2p+N)a+)+P+X? 
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+2p+M)+2(4+9 +2P+9- 

Fir Art is-h2P rg) 
Fx=p+4+q4ri=prq4+r24 
F'x == 2: 
{o dafs der wahre Wert von - 2x für x —: 00 ift 


ER ir zung) 
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woraus 
2x—=—[(pt+A)+ (pt A) (g 4A) 
folgt. — 

Auf der rechten Seite der erften Gleichung it p-+4ı und p-+ 4a pofitiv, p-+ 33 da- 
gegen negativ, alfo ift, da p—q einen pofitiven Wert hat, die ganze rechte Seite pofitiv; in dem 
zweiten Ausdruck ift q-+ 4ı pofitiv, q+ 42 und q-+ As hingegen negativ, mithin if En die 
ganze rechte Seite pofitiv. Da beide Ausdrücke Quadraten gleich find, war diefes von 
vornherein einzufehen. 

Da wir für unfere fpäteren Unterfuchungen auch die Differentiale dy, dz, dx ausgedrückt 
durch die parabolifchen Coordinaten brauchen, wollen wir diefelben auch hier entwickeln. Wir 
haben fofort 

2dx —=— (dAı + ds + d};) 
Nehmen wir bei den beiden anderen Gleichungen zunächft beiderfeitig den Logarithmus und 
differentiieren wir dann, fo kommt 


2dy__ di « die dis 
y _ PtA prA da 
2dz __dä ir de a dis 
z g-+4ı g-+ A gq+4s 
Es ergiebt fich alfo für die vierfache Summe der RE der Differentiale 
w z? 
4(dx® + dy®-+dz2) dx? | 
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Hierin find nun nach den Gleichungen 18) die Coefficienten der doppelten Prode 
Differentiale alle ==o. — Die Coefficienten der Quadrate der Differentiale laffen fich mit Hil 
Gleichungen 19) oder noch beffer mit Hilfe der Identität 19a) beflimmen, wenn man letztere na 
4 differentiiert und dann 4 — Aı, bezw. — As, bezw. —= As fetzt. So ergiebt fich z. B. nach 
De mit (p+A) Be durch Differentiation 
y 2 2 PEA)GT A)laa A) As Ar) 
Grm am TT ra 
(da — A) (As — 4) 
Ptra)gtAa) 


da die übrigen Glieder verfchwinden; es ift alfo 


RR er ı Zu as (Aa — Aı) (As —Aı) _ (A — A) (lı — As) 
Pr (try? PrAa)ath) PrA)artA) 
Auf entfprechende Weife findet fich 
BERN y. 4 2% (Aa — Ar) (Aa — As) 


CEan; (Qt)? (Pra)(gtie) 
und 
Ich 2 z? __. (Aa Ele 
Tora Tara Bra 
Führen wir diefe Werte in den Ausdruck für die vierfache Quadratfumme der Differenti 
ein, dann erhalten wir fchliefslich | 


AldsC dvd es 
A (Ai —- de) (A — As) di + (Aa — Ar) (de — 43) 4 a 
PtA)ata) " Pra)lgtr) 
(Aa — Aı) (As — 2e) 42 
(p z® As) (q a )3) - : { j : 

Die Coefficienten von dA?, dA? und dA? find hierin pofitiv. In dem erften find die 

Factoren des Zählers und des Nenners alle pofitiv, im zweiten ift Je — Aı und q+ Je negativ 

während die beiden anderen Factoren pofitiv find; im letzten Coefficienten endlich find a 

Factoren negativ. 
Dividieren wir die Gleichung 18a) durch (p+ A) (p+Ae), fo erhalten wir 
y* 2? I 

ERDE NIERNIEENIEO HE on | 

In diefer Form hat die Gleichung eine geometrifche Bedeutung. Bezeichnen wir nämlich « 

linken Seiten der Glchgn. 17) mit Fı, Fe, Fs, fo ift vorftehende Gleichung identifch mit d 

folgenden: 


20) 


—o 


oFı N oa ‚ol folon oo 

oy 9y a2. 02 Pins, Ben 
Da die hierin vorkommenden partiellen Differentialquotienten aber mit dem Richtungscofinus 
Normalen der Flächen Fı und F» proportional find, fo fagt unfere Gleichung nichts anderes 
als dafs die beiden Flächen auf einander fenkrecht ftehen. Ein entfprechendes Refultat 
die Betrachtung der beiden ‚anderen Glchgn. 18). | i B 


Nach dem Dupin’fchen Satz fchneiden fich drei Syfteme auf einander fenkrechter 
Flächen immer in Krümmungslinien. — Wir können alfo den Satz ausfprechen: 

Diesdürchrjegen. Punkt des Raumes’gehenden drei confocalen Para- 
boloide fchneiden einander rechtwinkelig und zwar ift die Schnittcurve je 
zweier Paraboloide eine Krümmungscurve diefer Oberflächen. 

Die angeftellten Unterfuchungen fetzen uns nunmehr in den Stand, die Oberfläche und 
den Rauminhalt eines jeden Paraboloids, fowie die Gleichung der Krümmungscurven auf einem 
fölchen durch parabolifche Coordinaten zu beftimmen. Die in jedem Punkt des Raumes fich 
fchneidenden Krümmungslinien ftehen felbftverftändlich auf einander fenkrecht, da fie ja die 
Schnitteurven der durch denfelben Punkt gehenden drei confocalen und fich rechtwinkelig 
treffenden Paraboloide find. Auf einer jeden diefer Oberflächen liegen alfo zwei fich orthogonal 
fchneidende Syfteme von Krümmungscurven. Diefelben zerteilen demnach in ihrer unendlich 
nahen Aufeinanderfolge eine folche Fläche in unendlich kleine Rechtecke. Die Summe diefer 
Rechtecke giebt den Flächeninhalt der Oberfläche. Das Raumelement dagegen ift das Produkt 
aus den Bogenelementen der drei Krümmungscurven. 

Setzen wir in dem Ausdruck 20) eine der drei elliptifchen Coordinaten einer Conftanten, 
ihr Differential alfo der Null gleich, fo erhalten wir das Bogenelement einer Curve auf der diefer 
Coordinate entfprechenden Oberfläche, für Aı = Conft., d}ı = 0 z. B. das Bogenelement einer 
Curve auf dem pofitiven elliptifchen Paraboloid 

y? Mr 2" BR 2% 
DE Ad Ar) DH A 

Setzen wir dagegen zwei der Coordinaten = o, fo bezieht fich der obige Ausdruck auf 
die Krümmungscurven; und zwar bezeichnet er z. B. das Bogenelement einer auf vorftehendem 
Paraboloid liegenden Krümmungscurve des einen Syftems, wenn man Jı und A» Conftanten 
gleich fetzt, dagegen eine folche des anderen Syftems, wenn }ı und As conftant find. 

Sonach erhalten wir für die Bogenelemente der Krümmungslinien auf dem pofitiven ellip- 


tifchen Paraboloid Aı = C 
Eee N (Aa — de)... 
ar Bde 
a \% — Aı)(le As) 45, 


(p + As) (q + Ae) 
‘alfo für das Flächenelement diefer er 


Re  hh— ] (je — Ar) da — 4) 
21) dF = da : da = 2 en 2 (pt % »)(q + A) (pt As) (q+ 25) 


Wenn man diefen Ausdruck zweifach integriert und einmal als Grenzen die Grenzen von As, alfo 


—1=09, 4=C. 


— q und — p, und als andere Grenzen As =— p und A — — |} nimmt, erhält man den vierten 
Teil einer paraboloidifchen Kappe, welche von der der Coordinate 4; = —1z entfprechenden 
Durchfchnittslinie begrenzt wird. Alfo haben wir 
a Stege 
Aa — Aı) (As — Aı) 
Su Nat ] 
iR a NEE /- B+FAa)gtr) PtA)(gt%) 


ey er 
Diefes Doppelintegral läfst fich aber in die Differenz der Produkte zweier einfacher Integrale 
zerlegen, nämlich folgendermafsen: 


= p P a Are EAN TE 
RER a A Rey 
= Ja dr ] Ar = —— - . | l}s 1% use: 
Zi h N (p+ As) (q + As) ö (p+tAs)(gq+t A) 


cl; die a —h | SeaV erben wen 


(PtAe)(q+% +) (+) 


Da jedes ee Integrale wieder in zwei zerfällt, fo find zur Berechnung von F im ganzen 
8 Intregale aufzulösen, die fich durch die bekannten Subftitionen auf die Normalformen elliptischer 
Integrale zurückführen laffen. 

Wenn man im Ausdruck 22) als Integralgrenzen je zwei beliebige Werte von Aa und 4; 
nimmt, fo erhält man ein Stück der Oberfläche, welches von zwei Krümmungslinien des einen 
und von zwei des anderen Syftems begrenzt wird. 

Das Körperelement ergiebt fich, indem man das Produkt der beiden Elemente der 
Krümmungslinien auf dem pofitiven elliptifchen Paraboloid mit dem Element der Durchfchnitts- 
linie des hyperbolifchen und des negativen elliptifchen Paraboloids multipliciert. Für letzteres 
findet fich, wenn man in 20) Ae und As conftant fetzt, 


AT (Aı — Aa) (Aı — 23), 

an jan V Een En 

folglich ift das Körperelement des Se Paraboloids P 
(Aı — Ar) (Aı — As) (Aa — As) dAı die dAs 
Ne (qa+A)(pt+tAs) (gt A) 
Der körperliche Inhalt des Paraboloids P, begrenzt von dem negativen elliptifchen 
Paraboloid, welches durch 43 = — 12 dargeftellt wird, ergiebt fich alfo in der Form 
a ee 


: See rnyzbieehlicht, 
z . 
24) ER Ne VeEZIICEZIIEERICEZOICEENICEEN 


Führt man hierin das Produkt des Zählers aus, fo bemerkt man leicht, dafs fich das 
dreifache Integral ohne weiteres in 6 Glieder zerlegen läfst, von denen jedes das Produkt dreier 
einfacher Integrale if. Man erhält fo folgenden umfangreichen Ausdruck: 

Al 


23) dP := daı das das - 


N 12 di ZE Aa die | 123 = 
„etAM)ara) )(q+ 4) V-P+»)(4+%) DRURICD 


7 dA AM a As dis 
YErmarn) Ir PESMIEETR een 


S Ar dAı iR dia dis 23 
era +4) L Y-Btma (P+As)(q + %) een: 


=, dAı de 72095 
MACHENICEEDE Ivetmarm an 


; Ar dAı f die S 12 dis 
ER ‚etW)at» YEta)ar a) . 


ET EN TE ENT EHER A, dis 
J Vermarı | eormarm F Yo+a)at) 
Diefes find lauter folche Integrale, deren Berechnung in den Elementen der Integral- 
rechnung gelehrt wird. 
Schliefslich erübrigt es noch, die analytifchen Daten für die Krümmungscurven zu geben. 
Als ihre Gleichungen ftellen fich zwei der Gleichungen 
Aı = Conft, Ae = Conft, As = Conft 
dar, worin die Conftanten innerhalb der in 16) angegebenen Grenzen zu wählen find. Für das 
pofitive elliptifche Paraboloid würden diefe Gleichungen fein 
Aı — Conft, Ar = Conft 
oder Aı = Conft, As = Conftt, 
je nachdem eine Curve des einen oder des andern Syftems gemeint ift. 
Die Rectification der Krümmungslinien auf einer der confocalen Oberflächen läfst fich 
nunmehr auch ohne Schwierigkeit bewerkftelligen. Für unfere feither betrachtete Fläche A, —= Contt 
z. B. find die Bogenelemente zweier fich fchneidender Curven: 


Er (Aa — Aı ) (As — Re) q 
er ee = 


ME VarEanIDErIr 
= a er na 


Hieraus erhält man durch Integration 


1-2 | Os —h)B—A)a dis 
? (pt4s)(q +4) 
Be Hr [ha — A) ag, 
(p Fisher 3a). 
wofür folche Gröfsen als Grenzen zu nehmen find, welche die möglichen Werte von As und As 
nicht überfchreiten. Beides find elliptifche ee 


LEE rgeodätischenTFimen auf'’dem 
elliptischen Paraboloid. 


In der Mechanik wird gezeigt, dafs ein materieller Punkt, welcher, nur einem anfänglichen 
Stofs folgend, gezwungen ift, auf einer gegebenen Oberfläche zu bleiben, auf derfelben eine 
kürzefte Linie befchreibt. Wir wollen von diefer Beziehung Gebrauch machen, um die Differential- 
Gleichung der kürzeften Linien auf dem elliptifchen Paraboloid herzuleiten. .Dabei wird uns die 
Benutzung der im erften Teil behandelten parabolifchen Coordinaten die Möglichkeit gewähren, 
diefe Differential-Gleichung auf eine Quadratur zurückzuführen. Für die weitere Durchführung 
des Problems wollen wir denfelben Weg einfchlagen, auf welchem Jacobi die Integral-Gleichung 
der kürzeften Linien auf dem dreiaxigen Ellipfoid gefunden hat. 


—- 4 -— 


Legen wir unferer Unterfuchung das pofitive elliptifche Paraboloid zu Grunde, und 
bezeichnen xyz die rechtwinkeligen Coordinaten des materiellen Punktes zu einer gewiffen Zeit, 


fo wird der Zwang, auf dem Paraboloid zu bleiben, ausgedrückt durch die Gleichung: 
9 2 i 
I) EN, Sara] Den I—=o 

(P + 41)? ERaTT Da 


worin Aı als eine conftante Gröfse zu betrachten ift. 

-Nach dem Princip von der Erhaltung der lebendigen Kraft gilt bekanntlich für die 
Bewegung eines materiellen Punktes, fobald eine Kräftefunktion exiftiert, d. h. fobald fich die 
Componenten der auf den Punkt wirkenden Kraft als partielle Differential-Quotienten einer Funktion 
U darftellen laffen, die Gleichung 


Q 
Tu Nee 


wo h eine Conftante und T die lebendige Kraft bedeutet. 

Da im vorliegenden Falle der Punkt fich aber nur in Folge eines anfänglichen Stofses 
bewegt und fonft keine Kraft auf ihn wirkt, so Be die Kräftefunktion U, und es wird 
2): Eire ==/h,, 

er 
oder, wenn wir der Einfachheit halber die Maffeneinheit als Maffe des Punktes, m alfo gleich ı annehmen, 
Kufas\ des dy2r dz% 
3) Tr =(S) —_ ie == 2 N, 

Diefe Differentialgleichung ift nur dann integrierbar, wenn es gelingt, x y z als Funktionen 
zweier neuer Variabeln darzuftellen. Hierzu verhelfen uns aber die parabolifchen Coordinaten, 
und die Gleichungen 19) des vorigen Abfchnitts geben, wenn wir darin Aı — Conft fetzen, xyz 
ausgedrückt durch A» und As. Führen wir diefe Subftitution aus, wobei uns der Ausdruck in 
20)I. zu ftatten kommt, fo erhalten wir Gleichung 3) in der Form: 


I (Aa — Ar) (Aa — As) „, I (As — A) (As — As) „. 
IE rer h 
ERGEBEN 
worin A,, 4, die nach t genommenen totalen De, von Ae und As, alfo 
— und ER find. 


dt dt 
Ein Integral diefer Differentialgleichung erhalten wir, wenn wir diefelbe, wie es Hamilton 
gelehrt hat, auf eine partielle Differentialgleichung zurückführen. Zu dem Ende haben wir 


zunächft 2 und = zu bilden und diefe beiden Ausdrücke dann den partiellen‘ Differential- 
quotienten einer neuen Funktion W nach 42 und 3 gleich zu fetzen. Wir erhalten: 


oT _ Ile — Ar) (Aa — As) ROW 
0%, . +(ptAa)g ta) 2 0 
ee ea NV. 
0), 4 (p ts) (Ga) 0 Az 


Hieraus ergiebt fich 
(Pt A)(q+A) 0W 
(Aa — Aı) (de — 25) OAr 
ne (pt As) (q + 33) ow 
; (As — Aı) (As — Ao) OAs 

Diefe Werte liefern in 4) eingefetzt: 
i2.18,.(p SE Ae) (gq2Rs) a 

5) I A 'h: 


1, =4 


(p+ As) (q + 23) 
(As -— Aı) (As — Je) nn 


Erd EM, 
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oder 


Ra — A 02 a —h year. 
Diefe partielle Differentialgleichung zerfällt ohne weiteres in die beiden gewöhnlichen: 
(p+tAs)(q + As) (7) - h 
Ag — 4ı Ola 2 (4a Eu A) 


7) 
RTzST (5) ande 


in welchen 8 eine neue Conftante bedeutet, in Bezug auf welche man leicht bemerkt, dafs fie 
- PANAT Pr, - 
zwifchen — }, und — 43 liegen mufs. In dem Coefficienten von es ift nämlich (p+ 4) 
2 
pofitiv, q+ Ar aber ebenfo wie der Nenner negativ; daher mufs der ganze Coefficient und damit 


2 
auch 2 (ie + 8) pofitiv fein. Dagegen ift der Coefficient von 0) negativ, denn die drei 
"3 


Glieder desfelben find negativ, mithin muss auch 2 (In +8) negativ fein. Da nun h= der 


lebendigen Kraft und diefe als eine pofitive Gröfse aufzufaffen ift, kann es nicht negativ fein, 
Wir haben alfo 
241.89 2>044558.80 
BD— As B< As 
alflo Ar <PpB< — 4. 
Jede der Gleichungen 7) enthält nur eine unabhängige Variabele. Nach Trennung der 
Variabelen haben fie die Form: 
hie + ß) (le — A)q 
2 (p+2%e)(q+ A) 
Er ya GR 7 ß) (ia == 4ı) 
Ei _V AICHZHICHEN 
und liefern durch Integration folgende vollftändige Löfung: 
N ya ‚V%+9)@ 2) fa ] (Mt) (BA 
San: 72 1% Veen, z De PtaA)g+t 2) 
Um hieraus die Integralgleichung der Differentialgleichung r zu finden, hat man W 
nach £ partiell zu differentiieren und das Refultat einer Conftanten gleich zu eh Auf diefe 


Weife findet man die Gleichung 
Conft = 


[a 2. Var +ja2 Vr er 1) (gt 2a) 


welches die Gleichung der kürzesten Linien auf dem elliptischen Paraboloid ist. Die beiden 
elliptischen Integrale lassen sich leicht auf folche der ersten und zweiten Gattung zurückführen. 

Um den Bogen s der kürzesten Linien zu finden, benutzen wir die Formel der 
lebendigen Kraft 


3 fds\* 
er 3) D 
woraus 
ds= V2h.dt 
und 


10% SV ahlt—e), 
wenn wir die Länge s von dem Punkte an rechnen, in welchem sich der materielle Punkt zur 
Zeit z befindet. Nun können wir aber 


N oe 


I 
— ger 
II) t T ER ) 


I 
setzen. Dadurch wird s — VASE; .W oder 


ala )fe% En +B) a — 4 (ar ‚Per +FAH—al, 
P+r)g+h) PrA)aFA)N 
worin die beiden Integrale wieder elliptisch find. 
Im Anschlufs hieran wollen wir gleichzeitig die Gleichung für die kürzesten Linien 
auf dem Rotationsparaboloid feftftellen. Unser elliptifches Paraboloid 
2 Er 2% 
Pri) Pre n 
geht in ein Rotationsparaboloid über, fobald in feiner Gleichung q = p wird. Um zu unterfuchen, 
welche Änderung für diefen Fall unfere Gleichung 9) erfährt, wollen wir vorübergehendgqg=p—o 
fetzen, wo » eine gegen die Null convergierende kleine Gröfse bedeutet. Nach den Festsetzungen 
des erften Abfchnitts liegt Ag zwifchen — p und —q, im vorliegenden Fall alfo zwifchen — p 
und — (p— o»). Wir können alfo 


I=O 


)gs = — (pP — o.sin?y) 
fetzen; dann wird - 
r prb=p-p ro.sny Rn. sn? 
qtk=>p—o—pto.sin’y——ıw.cos?y 
dAia=20@.sinp.cosydy; 


mithin 
dia 20.sinp.cospydy 4 
———— ——— — — 2dg. 
SVABEET (PFA)(q + As) 0.$SNY.COSY J 


In der Gleichung 9) wird alfo jetzt das erfte Integral 


SV Grm rer IV es es a; 


In dem zweiten Integral werden (p+ 453) und (q+ 4,) einander gleich. Wir erhalten 
alfo im Falle eines Rotationsparaboloids für die kürzeften Linien die Gleichung 
= p dis As Se A 
ne u ae: VB, 
ER Eee; 
Das hier noch vorkommende Integral ind fch. durch einen Logarithmus und einen Kreisbogen 


darftellen. Setzen wir zu dem Ende 
En a _ 
Ast Br 


alfo 
ee 
1—y” 
2 — 
pr Pa D 
_ (y’).B2ydyriyopu oyay 
(ye y (1 — (1222 
fo wird das es 
[= Ya _ 2yıdy. da 
pt As ,stß mE @—p)) 


y’dy 
204 2) Dar 


”) Wegen der Ableitung diefer Formel verweifen wir auf Jacobi Dynamik 22. und 28. Vorlefung. 


— 7 — 


wenn wir zur Abkürzung 


rue a de 


fetzen. b ift hierbei als eine "pofitive Gröfse zu denken, da nach Seite 15) 8 > — As, alfo im 
vorliegenden Fall > p ift. 


Der Bruch a _ — lafst fich in die beiden Partialbrüche e i : . — 
kugayv) (a + by) aA A 
er Ban ar zerlegen, fo dafs wir alfo erhalten 
ih y’dy e J e.; ‘h dy | - 
ae Erserr ai aeıby. 
>rY NE VD| 
ae Hez Vazb.arte | 


Wenn wir für y, a und b die alten Werte wieder einführen, hat diefer Ausdruck die 


folgende Geftalt: 
Bee |: INS + Ya u Ar le. | 
BA l2/eVB HB —Vh—h ls +ß pt Al 
Die Gleichung 13) können wir alfo jetzt fo Be 
14) Conft;= 
ae .2V ea Bun, men | 
ee ern, RR 3a + 8 Pas A] 
Nebenbei fei bemerkt, dafs für das Rotationsparaboloid auch mit Hilfe von rechtwinkeligen 
oder von Polarcoordinaten die Gleichung der Projektion der kürzeften Linien auf die yz — Ebene 
leicht auf Quadraturen zurückgeführt werden kann. 


I 


Zum Schluffe wollen wir noch eine Subftitution erwähnen, durch welche es möglich ift, 
die Gleichung der kürzeften Linien auf dem elliptifchen Paraboloid trigonometrifch 
auszudrücken. — Es vereinfacht die Unterfuchung wefentlich, wenn wir dafür die Gleichung 


der Oberfläche in der Form 
BZ. 2% 
I rF=-+- — —Ä—7=0,pP>%g 
2 pP pq pP R 
vorausfetzen. Die fragliche Subftitution gewinnen wir leicht aus den Gleichungen 19) des I. Teiles, 


wenn wir in denfelben 4, —=o fetzen. — Da p-+ A, pofitiv it und 32 zwifchen —p und —q 


liegt, fo bleibt P AL Be 2 für alle Werte von A, ein pofitiver echter Bruch. Wir können alfo dafür 


cos’ fetzen; p+ j aber durchläuft alle Werte von o bis — 00, es läfst fich alfo dafür eine 
neue Variabele — r? fubftituieren. Mit Hilfe diefer beiden Subftitutionen 


pt q 
16) ee gp 
p+tAha=—1? 


laffen fich yzx als Funktionen von y und r darftellen. Zunächft ergiebt fich 


178) yo pncosip. r”. 
Weiterhin ift 
gata=p—ceosy— (P— N: 


ao 


gr 
Peg 
gt a=—r—(pg), 


— sin? G 


fo dafs alfo ee 
17b) 2’ q.sin’g(®+P—qg) N 
= - Pr pmVer et ee 

oder | 

170) 2x=r?—q—(p — q)c0s?y Bi 

wird. BR: $ Fe. 
Um diefe Subftitutionen zu erproben, um alfo zu zeigen, dafs durch Einführung 

beiden neuen Variabelen r und g die Differentialgleichung der kürzeften Linien auf dem ellipt 

Paraboloid fich wirklich auf eine Quadratur zurückführen läfst, gehen wir von der für alle 0 

flächen geltenden a a der kürzeften Linien 
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2 BT ze ver. 23. Sdaesde Feind, Saazar + - Be 
oF OF OF N, 
aus, worin X, Y, Z die partiellen Differentialquotienten ER ERTT bedeuten. Man findet di 


Gleichung in Stegmann’'s Variationsrechnung S. 216, in Joachimsthal, Anwendung 
Differential- und Integralrechnung S. 174 u. a ER 

Es find in derfelben der erfte und der letzte Bruch vollftändige Differentiale, der mi 
wird es auch für Flächen zweiter Ordnung. Speciell für unfer Paraboloid ift 


oF 2. IE zog er 
Een oe rt ea 
alfo 


IX 0; dry en 
pP’ pq4 
Mithin wird 


| F ss 2 s* q 
DEN Ran ee 
dxXadzr ar du i.d.edgz 2 ar 2 dr 

? Pr pq 


dy.d’y Sn P dz.d% 

Te 
dy?-+ = dz 

| a | >: 

Diefes ift augenfcheinlich ein vollftändiges Differential. Setzen wir vorübergehend de 


Nenner des Bruches —=N?, den ganzen Bruch alfo = z und den Nenner des erften Br 


Gleichung 18) —H?, fo können wir ftatt diefer letzteren Sun fchreiben 


rd SAN, vd 
TU ee 


welche durch Integration liefert Ba i 
| AH + IN — ds — Contt, 


H®.N 
ds 


oder 


me 


— 19 — 
Nach Einfetzung der Werte von H, N und ds erhalten wir als erftes Integral von 18) 


4 Varna? dx? + dy? + dz2? 
| ea 
> dy? + = dz®. 
oder q 
ae ya E Zuns C dx? + dy? -+ dz? 
7 Gr VE DT gie]: 
p 4 dy?’+ „de“ 


wenn wir — ( fetzen. 


Gap: 
4 
In diefe Gleichung haben wir nun die Subftitutionswerte 17) einzufetzen, zu welchem 
Zweck wir zunächft die Differentiale ausdrücken müffen. Es ift 
2ydy=2p.cos’y.r.dr— 2p.r?.cosp .sinpdy 


ydy=p.cosp.r.(cospdr—r.sinpdy), 
alfo 

y?dy?= p’cos’p.r*. (cospydr —r.sinydg)? 
und 
dy*—=p.(csydr—r.sinpdy)*. 


Ebenfo findet fich 
get g WERTE P 
dz zuge [sinp.rdr 4 (r*-- p— q) cospdy] 

dx®—=[rdr + (p — q) cosgsinpdy]”. 


Wenn wir die angedeuteten Quadrate ausführen und dann diefe drei Ausdrücke addieren, 


fo erhalten wir 
dx +dy? +d?—= 


Hp. co + 


+ [pP — 9°. c08°y . sintg-+ p.r?.sin’g+q ("+ p— q)cosg]dg? + 
+ 2rcosp.sinyg[p- q—p-+ qldr.dpy. 


"sin? 12| dr? + 


Hier ift nun der Coefficient des doppelten Produkts identifch — o. Der Coefficient von dr? 
lautet, wenn man die Glieder auf denfelben Nenner bringt und sin®p = I — cos?’y fetzt, 


I 
Fe f> — a) r?cos? — ga) cos’!y] ————. 
| [ar ep mc) ip ae 
Die Klammer läfst fich aber in zwei Faktoren zerlegen, nämlich in die Faktoren 
+ pP) + (pP — q) cos?y). 
Der Faktor von dy? giebt, wenn man ordnet und durchweg den sin durch den cos 
ausdrückt: 
pr’ — (p— g)r’.cos’P-+ (pP — q) p.cos’p — (p — q)* cos'y. 
Diefer Ausdruck zerfällt in die beiden Faktoren 
[p — (p —q) cos’g] [r" + (p — gQ) cosfg]. 
Führen wir der Überficht halber folgende Abkürzungen ein: 
R=r+p; V=-r’+(p—g) cos’; 


A) ®=p— (p— q) cos’y; AB r’HoBig; 


wo zu bemerken ift, dafs R und ® nur je eine Variabele enthalten, dann 
Quadratfumme der Differentiale fchreiben 


th En 
- BR VE rn 


Ferner ift 4 
dy’+ 1 | p. cos’yp + er Rn ve] dr? + 


+ [pr?.sin?g.+ p (r? + p— q) cos? °g]dy%, 
da die doppelten Produkte einander aufheben. 


de Ergm a Lau, 
1 Tq IN DH 


oder unter Benutzung der Abkürzungen A) 
ayr+ Bant=p. ı dy | 


Schliefslich haben wir noch ı ar . de auszudrücken. Wir finden dafür 


a 
Q 2 nQ Bal® Eat 
ee metal. 


—|pa+ ar?. co®g + pt. sindy + pe din | 
Et # 
— |r° + pr" — rr.co sp np Grey lose 
I I 
—= Ip — (p — g) cos? ee Re 
-|[p-® q) «|| + je= Ei 
Nunmehr haben wir an Stelle der Gleichung 19) die folgende: 
v2 
R v.Z+vo dy® 
—,®d.R=C rn : 
x rl ua ag? | 
oder 4 
R. - 4 Ddy? 
20) OR= Er des ’ 
nr + dp? > = 
worin die neue Gonftante gleich der alten mal q ift. Ordnet man diefe Gleichung, f } 
2 5 T % 
@.R ec. R|< + |o.R— co ag? — 0, 
oder Bf $ 


DR dir® En 
ee) Rd 20, 


Reekdr: 1) ga 
Ba ion Re 


und daraus endlich 
21) 


ee. li 


worin die Variabelen getrennt find. In Betreff der Conftanten C bemerkt man, dafs fie zwifchen 
R und ® liegen mufs. Es find nämlich R, ®@, A, dr* und dy?* alle pofitiv, folglich mufs 
R—C>0; DD — C<o fein; das Umgekehrte iftfwegen der Bedeutung von R und ® nicht 
möglich. Folglich t R>C>@. 

Integriert liefert Gleichung 21T): 


Je. V En -+J% nr 


wo C’ die neu einzuführende Conftante bedeutet. 
Durch Wiedereinführung der Werte für R, ®, A erhalten wir fchliefslich 
ie FREE SONT TS rele V- P=s(P = 9),605%9 _c 
ne +p-0 +p-gq : —p + Pd cosig ! 
Diefes ift die der Gleichung 9) entfprechende Gleichung der kürzeften Linien "auf dem 
elliptifchen Paraboloid. Die beiden Integrale find im allgemeinen elliptifche. 


Für den Specialfall C=q werden zwar beide elementare Integrale, jedoch wird das 
zweite dann imaginär. — Für den Fall C= p werden beide Integrale gleichfalls elementar, aber 
auch reell: 

- ) ; 
I a 47 er | les ‚sin? + qcos’p)+ C. 

Für r= o wird das erfte diefer Integrale unendlich und folglich mufs es auch das zweite 

werden, d.h. es müffen die beiden Punkte 


TE 
r=O, Mes 


diefer geodätifchen Linie angehören. Diefe beiden Punkte find aber die Nabelpunkte des 
Paraboloids. Die geometrifche Bedeutung des vorliegenden Specialfalles ift alfo die, dafs die 
betrachtete geodätifche Linie durch einen der Nabelpunkte geht. 
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